Une Note Sur Les Applications Complètement Continues  by van Tiel, J.
MATHEMATICS 
UNE NOTE SUR LES APPLICATIONS 
COMPLETEMENT CONTINUES 
PAR 
J. VAN TIEL 
(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of May 29, 1965) 
Dans cette note, nous generalisons deux theoremes de L. SOHW ARTZ 
([3]; voir aussi [4]). 
Dans tout ce qui suit, K designe un corps value complet non archimedien 
dont la valuation n'est pas impropre, et E, F designent deux espaces 
localement K-convexes. Pour tout ce qui concerne les espaces localement 
K-convexes, nous renvoyons a [6]; remarquons seulement que nous 
appellerons "voisinage de 0" dans un espace localement K-convexe un 
voisinage K-convexe de o. 
Definition. Supposons que K soit un corps local. Une application 
lineaire u de E dans Fest dite completement continue s'il existe un voisinage 
U de 0 dans E tel que u(U) soit relativement compact dans F. 
L'existence d'applications completement continues (au sens de la 
definition) u#O entrame que K est un corps local. Une application 
completement continue est continue; c'est une consequence immediate 
de la definition. 
Theoreme 1. Supposons que K soit complet spherique. Soient u et v 
deux applications lineaires continues de E dans F. Supposons que u soit 
un isomorphisme de E sur u(E), et qu'il existe un voisinage U de 0 dans 
E tel que v(U) soit relativement c-compact et borne dans F. 
Alors le noyau de u+v est de dimension finie. 
Remarque. Pour tout ce qui coneerne les ensembles c-eompaets, 
nous renvoyons a [5]. Remarquons seulement qU'un ensemble compact 
est c-eompaet et borne. 
Demonstration. Soit N Ie noyau de u+v; on a u(U n N)= 
= -v(U n N). L'ensemble v(U n N), et done aussi l'ensemble u(U n N), 
est relativement c-eompact et borne dans F, done dans u(E); u est un 
isomorphisme, done Un Nest relativement c-eompaet et borne dans E, 
done dans N. Puisque Un N est un voisinage de 0 dans N, il s'ensuit 
que N est un espaee nor me loealement c-eompaet, done la dimension de 
Nest finie (voir [5]). 
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Proposition 1. Supposons que K soit complet spherique. Soit M un 
sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Il existe alors un sous-espace 
terme N supplementaire de M (cf. [1], p. 75). 
Demonstration. La demonstration est la meme que dans Ie cas 
classique: l'espace vectoriel topologique M est isomorphe a un espace Kn. 
Le projecteur Pi: (Xi) --+ Xi de M dans K est une application lineaire 
continue de M dans K; comme K est complet spherique, il se prolonge 
en une application lineaire continue Pi* de E dans K (i= 1,2, ... , n) 
([6], tho 3.6). L'application p: Y --+ (Pi*(Y)) de E dans M est un projecteur 
continu de E dans E, tel que p(E)=M. La proposition suit maintenant 
de [1], chap. I, § 1, prop. 12. 
Pour les applications completement continues, no us demontrons main-
tenant un theoreme analogue au premier theoreme de SCHWARTZ ([3]). 
Theoreme 2. Supposons que K soit un corps local. Soient u et v deux 
applications lineaires continues de E dans F. Supposons que u soit un 
isomorphisme de E sur u(E), que u(E) soit terme dans F, et que v soit 
completement continue. 
Alors: 1 0. w = u + vest un homomorphisme; 2°. le noyau de west de 
dimension finie; 3°. w(E) est terme dans F. 
Demonstration. La demonstration est analogue a celle du cas 
classique: la deuxieme assertion suit du theoreme 1. D'apres la propo-
sition 1, il existe un sous-espace ferme M supplementaire du noyau N 
de w dans E. Soient u', v', w' les restrictions a M de u, v, w; u'(M) est 
ferme dans u(E), donc dans F, et v' est completement continue. II suffit 
de demontrer Ie theoreme pour u' et v', c'est-a-dire de supposeI' que w 
est biunivoque. 
Soit Olf un ultrafiltre sur E, tel que w(Olf) converge dans F; il suffit 
de demontrer que Olf converge dans E. Soit U = {x E Elp(x) <;; I}, ou p 
est une semi-norme non archimedienne continue sur E, un voisinage de 
° dans E tel que v(U) soit relativement compact dans F. Nous pouvons 
supposeI' que, pour tout x E E, p(x) appartient au groupe des valeurs de 
K (voir [6]); soit A(X) un element de K tel que IA(x)1 =p(x) (x E E). Soit 
a la limite de p suivant Olf. Si l'on avait a=oo, H={x EElp(x)o;bO} 
appartiendrait a Olf. w a une limite suivant Olf, donc W(xjA(X)) aurait pour 
limite 0, suivant l'ultrafiltre Olf H, induit sur H par Olf. Puisque v( U) est 
relativement compact dans F, V(xjA(X)) E v(U) a une limite suivant OlfH. 
Done U(xjA(X)) aurait une limite suivant OlfH, donc aussi xjA(X) (comme 
u est un isomorphisme sur un sous-espace ferme de F); si xjA(X) --+ xo, 
on aura it p(xo) = 1 et w(xo) = 0, ce qui est contraire a la biunivociM de w. 
On a donc a < 00. Soit (X E K tel que I(XI > a; l'ensemble (XU = {x E Elp(x) <;; 
<;; I(XI} appartient a Olf. Comme v((XU) est relativement compact dans F, 
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v converge dans F suivant %'. II s'ensuit que u converge dans F suivant 
%', donc %' converge dans E. 
Nous aurons besoin des lemmes suivants, analogues it ceux du cas 
classique. Le polaire MO d'une partie M de E est l'ensemble {t E E'llf(x)1 « 
« l(x E E)}, E' etant Ie dual de E . .rIM designe la topologie, induite sur 
M par une topologie .r sur E. 
Supposons que K soit complet spherique. Soit M un sous-espace 
vectoriel de E, MO Ie polaire de M dans Ie dual E' de E. 
(1) L'espace vectoriel E'lMo est Ie dual de M, muni de la topologie 
induite sur M par la topologie initiale de E, et a(E, E')IM = a(M, E'IMO) 
(cf. [2], p. 54). 
(2) Pour que a(E'IMO, M) soit identique it la topologie quotient par 
MO de a(E', E), il faut et il suffit que M soit ferme dans E pour a(E, E') 
(cf. [2], p. 54). 
On peut suivre la demonstration dans [2]; remarquons seulement que, 
pour tout sous-espace ferme M de E, on a Moo=M (c'est une consequence 
immediate du theoreme de Hahn-Banach). 
De (2) on deduit: 
(3) Soit M un sous-espace vectoriel ferme de E. Alors l'espace vectoriel 
MO est Ie dual de l'espace ElM, et a(EjM, MO) est identique it la topologie 
quotient par M de a(E, E') (cf. [2], p. 75). 
Nous designons les proprietes se rapportant aux topologies faibles sur 
E et F it l'aide du symbole a2 (a2-continu, a2-homomorphisme, etc.). Soit 
u une application a2-continue de E dans F. Soit tu la transposee de u; 
c'est une application a2-continue de F' dans E', et on a t(tU)=1L Pour 
une partie fermee K-convexe A de E on demontre dans [6]: 1°. Si la 
valuation de K est discrete, on a A = A 00; 2°. si la valuation de K est 
dense, on a AOO C exA pour tout ex E K tel que lexl> 1. On a maintenant 
Ie lemme suivant (cf. [2], p. 101): 
(4) Soient A une partie de E, B une partie de F. Alors on a: 1°. 
(u(A))o= tu-1(AO); 2°. si u(A) C B, on a tu(BO) C AO. Si A et B sont 
faiblement fermees et K-convexes, on a: 3°. Si la valuation de K est 
discrete, les relations u(A) C Bet tu(BO) C AO sont equivalentes; 4°. sup-
posons que la valuation de K soit dense. La relation tu(BO) C AO entraine 
u(A) C exB pour tout ex E K tel que lexl> 1; si A et B sont des sous-espaces 
vectoriels respectivement de E et de F, les relations tu(BO) C AO et 
u(A) C B sont equivalentes. Pour 1°-3°, on peut suivre les demonstrations 
dans [2]. 4°. D'apres 2°, la relation tu(BO) C AO entraine u(AOO) C BOO; 
comme Best K-convexe et faiblement ferme dans F, on a BOO C exB 
pour tout ex E K tel que lexl> 1. 
De (4) on deduit: 
(5) 1 0. Le noyau de tu est (u(E))O (ou (u(E))O designe Ie polaire de u(E) 
dans F'); 2°. pour que tu soit une application biunivoque de F' dans E', 
il faut et il suffit que u(E)=F (ou u(E) designe l'adherence de u(E) dans 
F pour a(F, F')) (cf. [2], p. 101). 
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En utilisant les lemmes (3) et (5), on peut maintenant demontrer Ie 
lemme suivant: 
(6) Pour que u soit un a2-homomorphisme de E sur u(E), il faut et 
il suffit que tu(F') so it ferme dans E' pour a(E', E) (cf. [2], p. 101). 
Proposition 2. Tout homomorphisme u de E sur u(E) pour les 
topologies initiales de E et Fest aussi ~tn a2-homomorphisme (cf. [2], p. 104). 
La demonstration est analoque it celle du cas classique; on emploie les 
lemmes (1) et (3). 
A l'aide de la theorie de la dualiM pour les espaces localement K-
convexes, developpee dans [6], et des lemmes et propositions precedents, 
on peut demontrer les deux theoremes suivants: 
Theoreme 3. Soient u et v deux applications lineaires continues de 
E dans F. Supposons que u soit un a2-homomorphisme de E sur F, que v 
soit completement continue, et que tout compact K-convexe de F soit l'image 
par u d'un compact K-convexe de E. 
Alors u + vest un a2-homomorphisme de E sur un sous-espace ferme de 
codimension finie de F. 
The 0 rem e 4. Soient E et F deux espaces de Frechet, et soient u et 
v deux applications lineaires continues de E dans F. Supposons que u 
applique E sur F, et que v soit completement continue. 
Alors u + vest un homomorphisme de E sur un sous-espace ferme de 
codimension finie de F. 
On peut suivre les demonstrations dans [3] ou [4]. 
Nous remarquons que Ie theoreme 2 nous permet de developper une 
theorie, analogue it celle dans Ie cas classique, des applications complete-
ment continues pour les espaces localement K-convexes sur un corps local 
("alternative de Fredholm", "theoreme de Schauder", etc.); voir, par 
exemple, A. P. & W. Robertson, Topological vector spaces, ch. VIII, 
Cambridge, 1964. Nous avons encore besoin seulement du lemme suivant: 
(7) Soient u une application lineaire continue de E dans E, U un 
voisinage de 0 dans E tel que u( U) soit relativement compact dans E; 
supposons que i soit l' application identique de E sur E, et que w = Ai - u, 
ou A E K, ).oF O. Soient N un sous-espace vectoriel de E, M un sous-espace 
vectoriel ferme de E tel que MeN, M =l=N, w(N) eM. 
Si ft E K, Iftl> 1, i1 existe x EN (\ (ftU) tel que x ~ M + U. 
Demonstration. Supposons que N (\ (ftU) eM + U. On aurait 
N (\ ftnU eM +(N (\ ftn-IU) eM +M +(N (\ ftn-2U) C ... eM + U 
(n= 1,2, ... ), donc N C M + U. Soit V un voisinage quelconque de 0 dans 
E; comme u(U) est relativement compact dans E, il existe v E K, v=l=O 
776 
tel que vu(U) C V. On aurait N C M +VA(U n N) eM +v(w+u)(U n N) C 
eM +vw(N)+vu(U) eM +vu(U) eM + V. Comme M est ferme, on 
aurait M =N, contrairement it l'hypothese. 
On peut maintenant suivre les demonstrations dans Ie livre cite. 
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